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Re´sume´—On propose une commande de syste`mes multivari-
ables, de dimension finie, line´aires ou non, sans en connaˆıtre
le mode`le mathe´matique. Nos deux outils essentiels sont
l’alge`bre diffe´rentielle, et une estimation des de´rive´es de
signaux bruite´s, re´cemment mise au point. Les simulations
nume´riques de deux exemples, l’un line´aire, l’autre non, vali-
dent notre de´marche.
Mots-cle´s— Syste`mes line´aires multivariables, syste`mes non
line´aires multivariables, identification boˆıte noire, estima-
tion, de´rive´es de signaux bruite´s, alge`bre diffe´rentielle, cal-
cul ope´rationnel.
I. Introduction
Cette communication pre´sente une ge´ne´ralisation multi-
variable de [16], ou` e´taient jete´es les bases d’une commande
sans mode`le pour syste`mes monovariables de dimension
finie, line´aires ou non. Est-il besoin de rappeler (cf. [29])
la difficulte´ redoutable d’obtenir un mode`le mathe´matique
fiable dans bien des situations quelque peu complexes ?
Ainsi s’explique l’incroyable popularite´ industrielle des cor-
recteurs PID, en de´pit de re´glages souvent malaise´s (cf. [2],
[8]). Notre de´marche se distingue par sa me´thodologie et sa
« philosophie » des identifications de type « boˆıte noire »,
telles qu’on les trouve dans la litte´rature (voir, par exemple,
[37] et [26]). Elle repose sur une nouvelle approche1, qui a
permis l’estimation en temps re´el des de´rive´es de signaux
bruite´s [22]2.
Nous substituons aux mode`les mathe´matiques de´crivant
les machines dans une plage de fonctionnement aussi large
que possible des e´quations diffe´rentielles « phe´nome´nologiques»,
valides sur un court laps de temps, et actualise´es pas a` pas.
Nous e´crivons un syste`me multivariable, de dimension finie,
a` m entre´es u = (u1, . . . , um) et p sorties y = (y1, . . . , yp),
sous la forme
y
(n1)
1 = F1 + α1,1u1 + · · ·+ α1,mum + β1
. . .
y
(np)
p = Fp + αp,1u1 + · · ·+ αp,mum + βp
(1)
ou`
1Cette approche, ne´e en [21] a` propos d’identification parame´trique
line´aire en boucle ferme´e, a e´te´ e´tendue au signal [20]. Elle conduit a`
un changement radical de paradigme (cf. [10], [11]). Voir, par exemple,
[3], [23] pour des applications concre`tes.
2Voir [12], [13], [14], [15], [22], [24], [34] pour les de´ja` nombreuses
applications en automatique non line´aire et traitement du signal.
– nj ≥ 1, j = 1, . . . , p, et, le plus souvent, nj = 1, ou 2 ;
– αj,i, βj ∈ R, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , p, sont des
parame`tres constants non physiques, choisis par le
praticien ;
– les Fj sont de´termine´s graˆce a` la connaissance de y
(nj)
j ,
ui, αj,i, βj , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , p.
– Si p 	 m, on garde seulement m sorties de manie`re a`
obtenir un syste`me carre´, inversible.
Le comportement de´sire´ s’obtient par correcteurs de type
proportionnel inte´gral ge´ne´ralise´ (GPI) [19] autour d’une
trajectoire de re´fe´rence. Dans les deux exemples ci-dessous,
on utilise, comme en [16], un PID ou un PI.
Le § II rappelle comment obtenir, graˆce a` l’alge`bre
diffe´rentielle, les e´quations diffe´rentielles entre´e-sortie d’un
syste`me non line´aire. Le § III sur l’estimation des de´rive´es
d’un signal bruite´ inclut certains des progre`s re´cents sur la
mise en œuvre nume´rique. On e´voque au § IV les principes
essentiels de notre identification boˆıte noire. Le § V contient
deux exemples, l’un line´aire, l’autre non, et leurs simula-
tions nume´riques. Une bre`ve conclusion e´voque quelques
perspectives futures.
II. Rappels sur les syste`mes non line´aires
A. Corps diffe´rentiels
Un corps diffe´rentiel3 K est un corps commutatif, muni
d’une de´rivation d
dt
, c’est-a`-dire une application K → K
telle que, ∀ a, b ∈ K,
– d
dt
(a+ b) = a˙ + b˙,
– d
dt
(ab) = a˙b+ ab˙.
Une constante c ∈ K est un e´le´ment tel que c˙ = 0.
L’ensemble des constantes est le sous-corps des constantes.
Une extension de corps diffe´rentiels L/K consiste en la
donne´e de deux corps diffe´rentiels K, L, telles que :
– K ⊆ L,
– la de´rivation de K est la restriction a` K de celle de L.
Notons K〈S〉, S ⊂ L, le sous-corps diffe´rentiel de L en-
gendre´ par K et S. Supposons L/K finiment engendre´,
c’est-a`-dire L = K〈S〉, ou` S est fini. Un e´le´ment ξ ∈
3Voir [5], [27] pour plus de details et, en particulier, [5] pour des
rappels sur les corps usuels, c’est-a`-dire non diffe´rentiels. Tous les
corps conside´re´s ici sont de caracte´ristique nulle.
L est dit diffe´rentiellement alge´brique par rapport a` K
si, et seulement si, il satisfait une e´quation diffe´rentielle
alge´brique P (ξ, . . . , ξ(n)) = 0, ou` P est un polynoˆme
sur K en n + 1 inde´termine´es. L’extension L/K est
dite diffe´rentiellement alge´brique si, et seulement si, tout
e´le´ment de L de diffe´rentiellement alge´brique par rap-
port a` K. Le re´sultat suivant est important : L/K est
diffe´rentiellement alge´brique si, et seulement si, son degre´
de transcendance est fini.
Un e´le´ment de L non diffe´rentiellement alge´brique par
rapport a` K est dit diffe´rentiellement transcendant par
rapport a` K. Une extension L/K non diffe´rentiellement
alge´brique est dit diffe´rentiellement transcendante. Un en-
semble {ξι ∈ L | ι ∈ I} est dit diffe´rentiellement
alge´briquement inde´pendant par rapport a` K si, et seule-
ment si, aucune relation diffe´rentielle non triviale par rap-
port a` K n’existe : Q(ξ
(νι)
ι ) = 0, ou` Q est un polynoˆme sur
K, implique Q ≡ 0. Deux ensembles maximaux d’e´le´ments
diffe´rentiellement alge´briquement inde´pendants ont meˆme
cardinalite´, c’est-a`-dire meˆme nombre d’e´le´ments : c’est le
degre´ de transcendance diffe´rentielle de l’extension L/K. Un
tel ensemble est une base de transcendance diffe´rentielle.
Enfin, L/K est diffe´rentiellement alge´brique si, et seulement
si, son degre´ de transcendance diffe´rentielle est nulle.
B. Syste`mes non line´aires
Donnons-nous un corps diffe´rentiel de base k. Un
syste`me4 est une extension diffe´rentiellement transcendante
de K/k, finiment engendre´e. Soit m son degre´ de tran-
scendance diffe´rentielle. Un ensemble de commandes (in-
dependantes) u = (u1, . . . , um) est une base de transcen-
dance diffe´rentielle de K/k. L’extension K/k〈u〉 est donc
diffe´rentiellement alge´brique. Un ensemble de sorties y =
(y1, . . . , yp) est un sous-ensemble de K.
Soit x = (x1, . . . , xn) une base de transcendance de
K/k〈u〉, de degre´ de transcendance n. Il en de´coule la
repre´sentation d’e´tat ge´ne´ralise´e :
Aι(x˙ι,x,u, . . . ,u(α)) = 0
Bκ(yκ,x,u, . . . ,u(β)) = 0
ou` Aι, ι = 1, . . . , n, Bκ, κ = 1, . . . , p, sont des polynoˆmes
sur k.
La repre´sentation entre´e-sortie suivante re´sulte du fait
que y1, . . . , yp sont diffe´rentiellement alge´briques par rap-
port a` k〈u〉 :
Φj(y, . . . ,y
(N¯j),u, . . . ,u(M¯j )) = 0 (2)
ou` Φj , j = 1, . . . , p, est un polynoˆme sur k.
Venons-en a` l’inversibilite´ entre´e-sortie :
– Le syste`me est dit inversible a` gauche si, et seule-
ment si, l’extension k〈u,y〉/k〈y〉 est diffe´rentiellement
alge´brique. C’est dire que l’on peut re´cupe´rer l’entre´e
a` partir de la sortie graˆce a` un syste`me diffe´rentiel.
Alors, m ≤ p.
– Il est dit inversible a` droite si, et seulement si, le
degre´ de transcendance diffe´rentielle de k〈y〉/k vaut
p. C’est dire que les sorties sont diffe´rentiellement
4Pour plus de de´tails, voir [6], [17], [35], [36]. Rappelons que l’on
emploie aussi l’alge`bre diffe´rentielle dans diverses questions relatives
a` l’identification et l’observabilite´ (voir, par exemple, [28]).
alge´briquement inde´pendantes par rapport a` k. Alors,
p ≤ m.
Le syste`me est dit carre´ si, et seulement si, m = p. Alors,
inversibilite´s a` gauche et a` droite co¨ıncident. On dit, si ces
proprie´te´s sont ve´rifie´es, que le syste`me est inversible.
Remarque 1 Supposons notre syste`me inversible a` gauche. Le com-
portement qualitatif de (2), conside´re´ comme syste`me d’e´quations
diffe´rentielles en u, y e´tant donne´, permet de de´finir le de´phasage
non minimal (voir aussi [25]).
III. Estimation des de´rive´es temporelles
A` la se´rie convergente x(t) =
∑
n≥0 an
tn
n! , an ∈
C, correspond la se´rie ope´rationnelle convergente5 x =∑
n≥0
an
sn+1
. Avec le de´veloppement de Taylor tronque´
xN (t)
∑N
n=0 an
tn
n! , l’e´quation diffe´rentielle
dN+1
dtN+1
= xN = 0
correspond dans le domaine ope´rationnel a`
sN+1xN − sNxN (0) − sN−1x˙N (0) . . .− x(N)N (0) = 0
Les de´rive´es a` l’origine x
(i)
N (0) sont ainsi obtenues a` partir
du syste`me d’e´quations line´aires
s−ν
dm
dsm
{
x
(N)
N
(0) + x
(N−1)
N
(0)s + . . .+ xN (0)s
N
}
=
s−ν
dm
dsm
{
sN+1xN
}
(3)
m = 0, . . . , N , ν > N + 1. Ce syste`me e´tant triangu-
laire avec des e´le´ments diagonaux non nuls, les parame`tres
x
(i)
N (0), et, par conse´quent, les coefficients a0, . . . , aN sont
line´airement identifiables [13], [21]. Remplac¸ons xN par
x dans (3) : on obtient ainsi l’estime´e ope´rationnelle
[x(i)(0)]eN de x
(i)(0).
Pour le passage au nume´rique, il suffit, selon les re`gles
usuelles du calcul ope´rationnel (cf. [30], [31], [33]), de rem-
placer en (3)
– c
sα
, α ≥ 1, c ∈ C, par c t
α−1
(α−1)! , t ≥ 0 ;
– 1
sα
dnx
dsn
par l’inte´grale ite´re´e d’ordre α
∫ t
0
∫ tα−1
0
· · ·
∫ t1
0
(−1)nτnx(τ)dtα−1 · · · dt1dτ =
(−1)n
(α− 1)!
∫ t
0
(t − τ)α−1τnx(τ)dτ (4)
Notons, [x(i)(0)]eN (t) l’estime´e nume´rique ainsi obtenue de
x(i)(0), pour un temps d’estimation t. La mise en œuvre
repose sur le re´sultat suivant :
lim
t↓0
[x(i)(0)]eN (t) = lim
N→+∞
[x(i)(0)]eN (t) = x
(i)(0)
Remarque 2 Les ite´rations des inte´grales produisent une moyenni-
sation, donc un filtrage passe-bas, qui permet d’atte´nuer les bruits
(voir [10]).
Remarque 3 La feneˆtre temporelle d’estimation peut eˆtre choisie tre`s
petite, ce qui permet une imple´mentation en temps re´el.
5Voir [30], [31]. Renvoyons a` [13], [14] pour plus de de´tails.
IV. Proce´dures d’identification boˆıte noire
On requiert les proprie´te´s suivantes pour e´viter, notam-
ment, toute boucle alge´brique :
1. On suppose le syste`me inversible a` gauche. Si le nombre
de sorties est strictement supe´rieur a` celui des entre´es, c’est-
a`-dire p 	 m, on choisit m sorties pour obtenir un syste`me
carre´ inversible, et construire (1).
2. L’ordre de de´rivation nj en (1) est relie´ a` (2) par nj ≤ N¯j
et, plus pre´cise´ment, par
∂Φj
∂y
(nj)
6≡ 0.
3. La valeur nume´rique de Fj , e´gale a` y
(nj)
j −αj,1u1−· · ·−
αj,mum − βj est obtenue graˆce a` la discre´tisation
Fj(κ) = [y
(nj )
j
(κ)]e −
m∑
i=1
αj,iui(κ− 1)− βj
ou` [•(κ)]e de´signe l’estime´e au temps κ.
Le praticien suit les e´tapes suivantes :
1. choix de m sorties si p > m ;
2. choix des nj en (1) ;
3. choix de trajectoires de re´fe´rence pour les yj , ainsi qu’il
est usuel en commande par platitude (voir, par exemple,
[17], [35], [36])6 ;
4. choix des parame`tres αj,i en (1) afin que que la grandeur
des commandes u soient convenables ;
5. choix des parame`tres βj en (1) diffe´rent de 0 si u n’ap-
paraˆıt pas line´airement en (2), c’est-a`-dire ∂Φj
∂uj
(u = 0) ≡ 0.
Remarque 4 Avec des syste`mes a` de´phasage non minimal, nos
proce´dures peuvent conduire a` des valeurs divergentes des uj pour
t grand, et, donc, a` des valeurs nume´riquement inadmissibles des
Fj.
V. Deux exemples
On utilise les mode`les mathe´matiques ci-dessous pour les
besoins e´vidents des simulations nume´riques.
A. Syste`me line´aire
Soit le syste`me line´aire a` deux entre´es et deux sorties,
avec poˆles instables et large spectre :
y1 =
s3
(s+0.01)(s+0.1)(s−1)s
u1
y2 =
s+1
(s+0.003)(s−0.03)(s+0.3)(s+3)
u1
+ s
2
(s+0.004)(s+0.04)(s−0.4)(s+4)
u2
Apre`s quelques essais, nous choisissons (1) sous la forme
de´couple´e :
y˙1 = F1 + 10u1 y¨2 = F2 + 10u2
La stabilisation autour d’une trajectoire de re´fe´rence est
assure´e par un re´gulateur PID (voir [16]) :
u1 =
1
10
(
y˙∗1 − F1 +KP1e1 +KI1
∫
e1 +KD1e˙1
)
u2 =
1
10
(
y¨∗2 − F2 +KP2e2 +KI2
∫
e2 +KD2e˙2
) (5)
ou`
– KP1 = 1, KI1 = KD1 = 0, KP2 = KI2 = 50, KD2 = 10 ;
– y∗1 , y
∗
2 sont les trajectoires de re´fe´rence ;
6C’est donc une commande pre´dictive sans mode`le. Renvoyons a`
[18] et [7] pour les avantages de la platitude en pre´dictif avec mode`le.
– e1 = y
∗
1 − y1, e2 = y
∗
2 − y2.
Le comportement en suivi de trajectoires, avec bruit de sor-
tie additif (loi normale N(0, 0.01)), est bon7. Les estima-
tions des signaux ne´cessaires a` la synthe`se de la commande
sont pre´sente´es dans les figures 2-(b) a` 2-(h). Notons la
diffe´rence d’e´chelle entre u1 (figure 2-(g)) et u2 (figure 2-
(h)), d’ou` l’ine´galite´ des parame`tres des correcteurs (5).
La figure 3-(b) montre le comportement du syste`me
en appliquant une commande PID plus « traditionnelle »,
c’est-a`-dire en posant F1 ≡ F2 ≡ 0. La comparaison des
figures 3-(a) et 3-(b) est e´loquente.
B. Syste`me non line´aire des trois cuves
Le syste`me des trois cuves de la figure 1, tre`s populaire
dans la communaute´ du diagnostic8, ve´rifie les e´quations :


x˙1 = −C1sign(x1 − x3)
√
|x1 − x3|+ u1/S
x˙2 = C3sign(x3 − x2)
√
|x3 − x2|
−C2sign(x2)
√
|x2|+ u2/S
x˙3 = C1sign(x1 − x3)
√
|x1 − x3|
−C3sign(x3 − x2)
√
|x3 − x2|
y1 = x1
y2 = x2
y3 = x3
ou`
Cn = (1/S).µn.Sp
√
2g, n = 1, 2, 3 ;
S = 0.0154 m (section des cuves) ;
Sp = 5.10−5 m (section des tuyaux inter-cuves) ;
g = 9.81 m.s−2 (acce´le´ration de la pesanteur) ;
µ1 = µ3 = 0.5, µ2 = 0.675 (coefficients de viscosite´).
Selon les recommandations du § IV, on construit (1),
de´couple´ comme au § V-A : y˙i = Fi + 200ui, i = 1, 2.
La figure 4-(a) fournit le suivi de trajectoires. L’estima-
tion des de´rive´es (figure 4-(b)) posse`de un comportement
remarquable en de´pit du bruit additif de mesure, de meˆme
caracte´ristique qu’au § V-A. Les commandes nominales
(figure 4-(c)) sont assez proches de celles que nous auri-
ons calcule´es en utilisant la platitude (voir [15]). Elles sont
comple´te´es par des correcteurs PI
ui =
1
200
(
y˙∗i − Fi + 10ei + 2.10−2
∫
ei
)
i = 1, 2
ou` y∗i est la trajectoire de re´fe´rence, ei = y
∗
i − yi. Pour
e´valuer ei nous utilisons yi de´bruite´ (voir figure 4-(d)) selon
les techniques du § III (voir aussi [13], [14]).
VI. Conclusion
Les re`gles ardues d’identification du § IV seront pre´cise´es
dans le futur9. On exposera bientoˆt des re´sultats encour-
ageants sur le de´phasage non minimal ainsi que ceux sur
l’e´galisation aveugle (cf. [9]), qui est, en un certain sens, le
pendant en signal de la commande sans mode`le.
7C’est pourquoi nous espe´rons, comme de´ja` dit en [16], que nos
me´thodes pourraient fournir une alternative efficace a` celles sur la
re´duction de mode`les (voir, par exemple, [1]).
8Renvoyons a` [15] pour plus de de´tails et les re´fe´rences bibli-
ographiques. Que l’on nous permette de rappeler que [15] propose,
sans doute pour la premie`re fois, le diagnostic, la commande et la
reconfiguration d’un syste`me non line´aire a` parame`tres incertains.
9Elles ne peuvent eˆtre toutes de´duites de conside´rations purement
mathe´matiques. L’expe´rience pratique y joue bien entendu, comme
pour les PID, un roˆle conside´rable.
pompe 1 pompe 2
u1 u2
cuve 1 cuve 2cuve 3
S S
S
Sp, µ1 Sp, µ2Sp, µ3
x1 x2x3
Fig. 1: Syste`me non line´aire des trois cuves
Une mathe´matisation e´labore´e, comme celle pre´sente´e
ici, afin d’abandonner une mode´lisation aussi « glob-
ale » que possible dans une discipline empirique, comme
l’automatique, semble nouvelle10. Il conviendrait d’en ex-
plorer les implications e´piste´mologiques, ne serait-ce que
pour les liens entre physique, complexite´, commande et
re´solution temporelle (cf. [32]).
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Fig. 3: Syste`me line´aire (suite)
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